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1הלאש

,1םירפסמהתאקלחלןתינnלשםיכרעוליארובע . . . , nםוכסותואםעתוצובקיתשל?
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2הלאש

.תומוקמ6202םעבבותסמולוגעןחלוששיהביסמבוהביסמלםינמזומ6202שי 

.םימושרםינמזומהלכתומששךכםינמזומהמדחאלשומשתאבותכןחלושבםוקמלכב

.והשלכןפואבןחלושהביבסםיבשייתמםינמזומה

.ולשםשהלומבשייאלןמזומףאןכמרחאלשךכןחלושהתאבבוסלרשפאיכוחיכוה

תילגינב

ליא

ינבליא

תילג

בוביסהינפל

ליאתילג

ינב

ינבליא

תילג

בוביסהירחא
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3הלאש

תעדלהצוראיה.קוריעבצבואםודאעבצבםהמדחאלכ,םיקתפהשימחובורדחבתאצמנתלייא

םודאןיבהלידבמהניאןכלוםיעבצתרוויעאיה:היעבהלשילבא,םימעפרתויעיפומעבצהזיא

.קוריל

םיקתפהשולשלעהעיבצמתלייא:האבההרוצהמתולאשמונממשקבלרשפאשבהזגדשיהתרזעל

.םיקתפהתשולשןיבמרתויץופנהעבצלההזועבצשףסונקתפעיפומעתפלו,התריחביפל

םימעפרתויעיפוהולשעבצהשםיקתפהדחאלעזירכהלהילעבהזהגדבםישומישרפסמרחאל

.תירוקמההישימחבינשהעבצהמ

.תולאשמתוחפשהמכבשמתשהלוסנ?לועפלתלייאלעדציכ

םתשולשלעעיבצהלתלייאלע,)השימחםוקמב(לכהךסבםיקתפהשולשהלחתהבויהוליא:דוגמא

.שדחהקתפהלעזירכהלהילעזאו,שדחקתפקיפיבהזהגדשךכ
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4הלאש

,0תורפסהמתובכרומהשולשךרואבתוזורחמהלכףסואבהנדוזהלאש 1, :הלאכתוזורחמ72שי.2

000, 001, 002, 010, . . . , 220, 221, 222.

.ישילשהוא,ינשהוא,ןושארהוא–דבלבדחאותבתונושןהםא‘תונכש’תוזורחמיתשלארקנ

.תונכשןניא101-ו120לבאתונכשןה120-ו110,אמגודל

.םיקלחהשולשלל”נהתוזורחמהףסואתאקלחלהצרנ

.תונכשתוזורחמיתשלולכיאלקלחףאשךכםיקלחהשולשלףסואהתאוקלח.1

.קוידבתוזורחמ9ללוכקלחלכ,םדוקהףיעסהיאנתתאתמייקמההקולחלכבשוארה.2

קלחלםגרשפאזא,קלחותואברתויהלכלתחאהנכשהיהתתזורחמלכלשרתומםאשוארה.3

.קוידבתוזורחמ9ללוכקלחלכאלשךכםיקלחהשולשל

.תושירדהתאתומייקמןהעודמהרצקבריבסהלשי,תוקולחהרואיתםעדחי
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5הלאש

,תומודאתודוקנnםימקממ,ןכמרחאל.תוקוריתודוקנmםירחוב1ופקיהךרואשלגעמלע

לודגיכהקחרמהתאd(m,n)-בןמסנ.)ןועשבתועשהינומיסומכ(הינשהמתחאםיוושםיקחרמב

לכשךכתומודאהתודוקנהתאםקמלןתינדימת,תוקוריהתודוקנהתאונרחבדציכהנשמאלשךכ

תשרופמהחסונואצמ.תוקוריהתודוקנהמתחאלכמd(m,n)תוחפללשקחרמבהיהתןהמתחא

.d(m,n)רובע

,d(5רובעהמגודהנה 3):

:-בתונמוסמתומודאהתודוקנהו,-בתונמוסמתוקוריהתודוקנה

םיקחרמבךאםינושתומוקמבתומודאהתודוקנהו,תומוקמםתואבתוקוריהתודוקנה,וזההמגודב

.הינשהמתחאםיווש
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6הלאש

ןיב״םיינועבצםיקחרמ״ףוסניאםימייקשךכםיעבצינשבםיישממהםירפסמהתאעובצלןתינשוארה

0םירפסמףוסניאםימייקשאיההזלשתועמשמה.1-ל0 < r < םיישממםירפסמגוזשכלךכ1

a, bםימייקמה|a− b| = rהנושעבצילעבםה.
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7הלאש

תויטמונוגירטהתויצקנופהתאםיבשחמשםישקמהשיששיו,0רפסמההלחתהבעיפומןובשחמב

:ןהלשתויכפוההתויצקנופהו

sin arcsin cos arccos tan arctan

.םישקמהתששלעםיוסמתושקהףצרידילעיבויחרבשלכל0-מעיגהלרשפאשוארה

:המגוד

sin(arctan(sin(arctan(sin(arctan(cos(0))))))) =
1

2

,arcsin:הרעה arctan90-ל◦90−ןיבתיוזםיריזחמ◦.arccos180-ל◦0ןיבתיוזריזחמ◦.
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תונורתפ

1הלאש

הזשהארנ.םוכסותואשיהצובקלכביכ,יגוזהיהיnדע1-מםירפסמהםוכסשאוהיחרכהיאנת

.הזהרקמבןורתיפשיחרכהברמולכ,קיפסמיאנתםג

אוהםירפסמהםוכסשןוויכמ.רתוישרופמליאנתהתאךופהנלכםדוק
n(n+1)

2
n(n-שךירצ, + 1)

.)םירקמהעבראתקידבי”ע(4-להקולחב3וא0לשתיראשריאשמחרכהבnןכלו,4-בקלחתי

.םינוויכהמכבתכללרשפא,המגודהתאתונבלידכ

n-שהרקמב.היצקודניאבאוהדחאןורתיפ.1 = 3, nהרקמב:תומיאתמתוקולחשי4 = 3
,1}-ו{3}איההדיחיההקולחה nםא.{2 = ,1}איההדיחיההקולחה4 ,2}-ו{4 3}.

n-לםגשיזאnרובעהמיאתמהקולחשיםאשבלםישנםייסלידכ + הצובקבשללגב,4

{n+ 1, n+ +n}-בומכםוכסותואשי{4 2, n+ 3}.

nםא:ןורחאהןורתיפבהרצונשתינבתלבלםישלאוה)לוקשךא(ףסונןורתיפ.2 ≡ 0 mod 4
הצובקבו4-ב0וא1הקולחתיראשםיריאשמשםירפסמהלכתאתחאהצובקבםישלרשפא

nםא.םילשמהתאהיינשה ≡ 3 mod םיריאשמשםירפסמהלכתאםישלתחאהצובקברשפא4

.םילשמהתאהיינשההצובקבו4-ב3וא0הקולחתיראש

רמולכ,ינדמחםתירוגלאםיליעפמםאתולגלרשפאםינורחאהתונורתפהינשתא:הרעה.3

רביאהתאםיצבשמדעצלכבו,nרביאהםעהיינשהצובקוהקירתחאהצובקםעםיליחתמ

.רתויןטקםירביאהםוכסהבשהצובקבץבושאלדועשלודגיכה

nםא:אבהןפואבםגםירפסמהתאקלחלרשפא.4 = 4mהקולחהתאחקינ

{1, . . . ,m, 3m+ 1, . . . , 4m}, {m+ 1, . . . , 3m}

nםאו = 4m+ הקולחהתאחקינ3

{1, . . . ,m+ 1, 3m+ 2, . . . , 4m+ 2}, {m+ 2, . . . , 3m+ 1, 4m+ 3}.

2הלאש

nןמסנ = ,1-בםינמזומהתומשתאןמסנ.2026 2, . . . , nבו-a(1), a(2), . . . , a(n)תומשהתא

.םימושרםהשרדסבםימושרה

j-הםוקמבשךכjםייקזאםימעפiםיבבוסמםא,iלכלשעבונ.םיאתמבוביסןיאשהלילשבחיננ
רמולכ,jםושר

a(j) ≡ j + i mod n.

jלכלעםירבוערשאכשעבונ.תאזםייקמשדחאiרתויהלכלשיjןתניהב ∈ {1, 2, . . . , n}זא

−a(j)לשםיירשפאהםיכרעהלכתאםילבקמ jולודומn.שעבונ-

n∑
j=1

(a(j)− j) ≡
n∑

i=1

i =
(n+ 1)n

2
mod n.
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,ינשדצמ

n∑
j=1

(a(n)− n) = 0

,a(1)יכ . . . , a(n)1לשרודיסהז, 2, . . . , n.שונלביק-

n(n+ 1)

2
≡ 0 mod n

.הריתס,יגוז-יאn-שךכללוקששהמ

3הלאש

,xםא y, zבןמסנםיקתפהשולשלשםיעבצםה-

maj(x, y, z)

,x1-בןמסנ.השולשהןיבמץופנהעבצהרמולכ,ףיסומבהזהגדשקתפהעבצתא . . . , x5םיעבצהתא

:האבההחסונהתאבשחלידכבהזהגדבםימעפעבראתשמתשמתלייא.םיקתפהתשמחלש

maj(x1,maj(x2, x4, x5),maj(x2, x3,maj(x3, x4, x5))).

ןמסלחונ.םירקמהמכלקלחנתאזתוארלידכ.יראלופופהעבצהתאתנתונהחסונהםירקמהלכב

x4םא.םודאהעבצהתא0-בוקוריהעבצהתא1-ב = x5 = :ןמקלדכיוטיבהתאטשפלןתינזא1

maj(x1, 1,maj(x2, x3, 1)) =

{
1 if x1 = 1 or x2 = 1 or x3 = 1,

0 if x1 = x2 = x3 = 0.

x4םא,המודןפואב = x5 = :אוהיוטיבהזא0

maj(x1, 0,maj(x2, x3, 0)) =

{
0 if x1 = 0 or x2 = 0 or x3 = 0,

1 if x1 = x2 = x3 = 1.

x4םא,ףוסבל 6= x5םילבקמזא:

maj(x1, x2,maj(x2, x3, x3)) = maj(x1, x2, x3).

.הנוכנהחסונהשקודבלןתינםירקמהלכב

.תולעפה3דעםעהחסונלכלוספנשךכי״ע,ילמינימהרפסמהאוהתולעפה4-שהארנתעכ

:האבההרוצהמאיההחסונהשהליחתחיננ

maj(xi, xj, ∗)

xi-שךכאוהטלקהםא,הזכהרקמב = xj = תורמל1הריזחמהחסונהזא,0אוהטלקהראשו1

.0איההנוכנההבושתהש

:האבההרוצהמתויהלתבייחהחסונה,ךכםא

maj(xi,maj(xj, xk, x`),maj(xJ , xK , xL))
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,j-שחינהלםגןתינ k, ,J,Kםגךכו,)תחאהלעפהמרטפיהלןתינתרחא(ינשהמדחאםינוש` L.

,jםא k, ,J,K-ו` Lטלקהראשתאו1תויהלםתואלבקנזא,םיהזםיסקדניאינשתוחפלםיליכמ

.0איההנוכנההבושתהשתורמל1הריזחמהחסונה.0תויהל

j-שחיננ,תרחא = J,שבלםישנו-j, k, `,K, Lתויורשפאיתששי.םיסקדניאהלכתאםיסכמ:

xi = xjואxi 6= xj,הינשהתורשפאברשאכ,iםיסקדניאהמדחאלהוושk, `,K, L.אלשידכ

:תויורשפאהיתשלםאתהבל״נהםיסקדניאהלכתאעבקנ,לבלבתנ

maj(x1,maj(x1, x2, x3),maj(x1, x4, x5))

maj(x2,maj(x1, x2, x3),maj(x1, x4, x5))

,1)תויהלטלקהתאעבקנ 1, 0, 0, הנוכנההבושתהשתורמל1הריזחמהחסונהםירקמהינשב.(0

.0איה

4הלאש

ידכבוזהנחבהברזענ.3-בהקולחבהנושתיראשםעתורפסםוכסשיחרכהבתונכשתוזורחמיתשל

.םינושארהםיפיעסהינשתארותפל

תיראשןתונתורפסהםוכסםהמדחאלכבש,םיקלחהשולשלקלחלרשפא,ןושארהףיעסהליבשב

:)הקולחבקלחתראתמהדומעלכ(האבההלבטבראותמכ,3-בהנושהקולח

000 001 002
012 010 011
021 022 020
102 100 101
111 112 110
120 121 122
201 202 201
210 211 212
222 220 221

תיראשריאשמתורפסהםוכסתיעצמאההדומעב,3-בקלחתמתורפסהםוכסתילאמשההדומעב

.2הקולחתיראשתיראשמתורפסהםוכסתינמיההדומעבו,3-ב1הקולח

.תוהזןהלשתוילאמשהתורפסהיתששתוזורחמשולששיהרושלכבשהזכןפואבהיונבהלבטה

לכמתחאתזורחמרתויהלכלליכהללוכיהקולחבקלחלכ:הלבטבבושרזענינשהףיעסהליבשב

הז.)הכדעראותשהממעבונ(תונכשןהןהמםייתשלכשתוזורחמשולששיהרושלכביכ,הרוש

.תוזורחמ9תוחפהלכלשיקלחלכבןכלותוזורחמ9רתויהלכלשיקלחלכבשהארמ

:)הקולחבקלחתראתמהדומעלכ(ןורחאהףיעסהתאתרתופשהקולחתראתמהאבההלבטה

001 011 021
002 012 022
010 101 201
020 102 202
100 110 210
121 120 220
122 221 111
200 222 112
211 000
212
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לכלהמלריבסנטרפבוילולימןפואבהינבהתאראתנתעכ.תוזורחמ01שילאמשמןושארהקלחב

.הלשקלחבדחאןכשרתויהלכלשיתזורחמ

תזורחמ:תוזורחמיתשלש)ןימיללאמשמ(רושרשכדיחיןפואבראתלרשפאאיהרשאבתזורחמלכ

םא,טרפב.םיספאהלוכש)אפיס(היינשתזורחמו,ספאמהנושהרפסבתמייתסמש)אשיר(הנושאר

.הקיראשירהזאםיספאתזורחמאיהתזורחמהםאו,הקיראפיסהזאספאבתמייתסמאלתזורחמה

ללוכאל,ןהלשאשירהלשתורפסהםוכסשךכתוזורחמהלכתועיפומהלבטבתילאמשההדומעב

ל”נהםוכסהשךכתוזורחמהתועיפומתיעצמאההדומעב.3-בקלחתמ,אשירהלשהנורחאההרפסה

ריאשמל”נהםוכסהשךכתוזורחמהתועיפומתינמיההדומעבו,3-בהקולחב1הקולחתיראשריאשמ

.3-ב2הקולחתיראש

,אשירהלשתורפסהםוכס.0איהש1ךרואבאפיסו21איהש2ךרואבאשירשי021תזורחמל:דוגמא

.תיעצמאההדומעבוזתזורחמןכלו1אוה)2(אשירהלשהנורחאההרפסהללוכאל

’בתזורחמהמלריבסנ.קלחותואבתאצמנוהלהנכשש’בתזורחמשישחיננו’אתזורחמחקינתעכ

.תודיחיבתעבקנ

הרפסהםא.אשירבאיהןהיניבהנוששהדיחיההרפסהזאךרואותואבאפיסשיתוזורחמלםא

ללוכאל-תושירהלשתורפסהםוכסליכ,הריתסלבקנאשירהלשהנורחאההרפסהאלאיהוזה

הרפסהו,הנורחאההרפסהאיהוזההרפסהןכל.3-בהקולחתיראשהתואתאשי-הנורחאההרפסה

אשירהםא(’אתזורחמיפלתעבקנ’בתזורחמהזהרקמבןכלו,הרדגהבספאמהנושאשירבהנורחאה

.)1-ב2תאףילחנזא2-בתמייתסמאיהםאו,2-ב1תאףילחנזא1-בתמייתסמ’אלש

.3-בהנושהקולחתיראשםינתונ2וא1-בםילדבנשםירפסמינששךכבונשמתשהןאכ

)הזהרקמב0ךרוא(ךרואותואבאפיסולשיםגשתילאמשההדומעב100לשדיחיהןכשה:דוגמא

.200אוה

הכוראאפיסשי’אתזורחמלשחיננ.םינושםיכרואבןהתופיסהםאהריתסלםיעיגמהמלריבסנתעכ

.םשקרו’בתזורחמלשאשירבתאצמנשתדדובהרפסבתויהלבייחתוזורחמהןיבלדבהה.רתוי

,אשירהלשהנורחאההרפסהללוכאל,תוזורחמהיתשלשתושירהלשתורפסהםוכסלעלכתסנםא

לשאשירהלשהנורחאההרפסהקוידבאוהשרפהה:2וא1אוהשרפסמבלדבנםוכסהשלבקנ

.’אתזורחמלשתורפסהםוכסבאללבא’בתזורחמלשתורפסהםוכסבתרפסנשהרפס,’אתזורחמ

.3-בהנושהקולחתיראששי2וא1-בםילדבנשםירפסמלשךכברכזינבושםייסלידכ

קרתולדבנןה:תונכשןהו0ךרואבאפיסשי212תזורחמלו1ךרואבאפיסשי012תזורחמל:דוגמא

,הנושארהתזורחמבאשירהלשתורפסהםוכס.םינושויהיתופיסהיכרואשךכלתמרוגשתחאהרפסב

.1+2אוההיינשהתזורחמבו2אוה,אשירבהנורחאההרפסהללוכאל

5הלאש

.(2mn)/1איההבושתה

nםא = זאותונותנתודוקנm-מרתויבקוחרהןפואבהמודאהדוקנםוקימלעהלאשוזזא1

תומקוממתוקוריהתודוקנהובשהרקמהללגבהזמבוטרתוירשפא-יא:(2m)/1איההבושתה

תוקוריתודוקניתששיםינויהךבושןורקיעיפליכהזקחרמגישהלרשפאדימתו,םיוושםיקחרמב

גישהלוןהיניבקוידבהמודאהדוקנםישלרשפאןכלוהיינשהמתחאm/1תוחפלאוהשקחרמבתונכש

.(2m)/1קחרמ

.ןועיטותואםעr/(2m)תויהלתכפוההתייההבושתהזאrהיהלגעמהךרואםא

nהרקמלהיצקודרתושעלרשפא,השעמל = הדוקנלכקיתענ.לגעמהלעn/1ךרואבתשקרחבנ.1

תשקהךותבהיהתשידכn/1לשהלופכבהדוקנלכזיזנרמולכ,’n/1ולודומ’הדוקנללגעמהלע

)ודכלתהתומודאהתודוקנה(תדדובהמודאהדוקנםעn/1ךרואבתשקונלביק,הזןפואב.ונרחבש
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ןתינהלככקוחרתדדובההמודאההדוקנהתאםקמלםיצורונחנא.תונותנתוקוריתודוקנmשיו

.וזלוזתורבוחמכתשקהתווצקלעםיבשוחרמולכ,n/1ולודומאוהקחרמשכ,תוקריהתודוקנהמ

nהרקמהקוידבהז = ,ןורתיפהתליחתבןועיטהיפל.1םוקמבm/1וכרואשלגעמםעהיעבהלש1

.(2mn)/1איההבושתהשםילבקמ

6הלאש

םאעלצבהזלהזםירבוחמםיישממםירפסמינששךכםיישממהםירפסמהתצובקלעףרגרידגנ

.’וכו1/5,1/3,1/1:יגוז-יארפסמיקלחדחאאוה)טלחומךרעב(םהניבשרפהה

ולשםידדצהשעבונןאכמ,ןכא.ידדצ-ודאוההזהףרגהשחיכוהלקיפסמשאיהתיסיסבההנחבהה

.תשרדנההקולחהתאםירידגמ

יגוז-יאלגעמשךכמעבונהזו,םייגוז-יאםילגעמובןיאשךכלהלוקשףרגהלשותוידדצ-וד,תעכ

רשאיגוז-יארפסמיקלחדחאלשסונימואסולפהרוצהמםירפסמלשיגוז-יאךרואבהרדסללוקש

ךכוהרדסבםירפסמלשםינכמהלכבוליפכה,ןכא.תמייקהנניאוזכהרדסךא.ספאלםימכתסמ

.ירשפאאלןבומכהזו,ספאלהוושרשאםייגוז-יאםירפסמלשיגוז-יארפסמלשםוכסולבקת

7הלאש

:ןורתיפהףוסבחיכונןתואתואבהתודבועהיתשןתניהבתוריהמבתעבונהנעטהךיאהארנתישאר

-לעיגהלרשפאזאיבויחxרפסמלעיגהלרשפאםא.1
√
x2/(x2 + 1).

.x/1-לעיגהלרשפאזאיבויחxרפסמלעיגהלרשפאםא.2

+aלעהקזחהיצקודניאב,תוארהלרשפאתעכ b,םייבויחםימלשינשלכלשa, bלעיגהלןתינ-
√

a/b
aתריחבי”עיבויחילנויצרלכלעיגהלרשפאטרפבןכלו( = bq2ילנויצרלq(.אוההיצקודניאהסיסב

aםאיכידיימ = b = זא1
√

a/b = 1 = cos .היצקודניאהדעצתאתעכריבסנ.0

aםא = bיכונמייסזא
√

a/b = cos aםא.0 < bעיגהלןתינהיצקודניאהתחנהיפלזא

x-ל =
√

a/(b− a)יכa+ (b− a) < a+ b.לםגעיגהלרשפאןכל-√
x2

x2 + 1
=

√
a/(b− a)

a/(b− a) + 1
=

√
a

b
.

aםא > bלעיגהלרשפאהמודןפואבזא-x =
√
b/a1-לםגעיגהלרשפאןכלו/x =

√
a/b.

-מתעבונהנושארההדבועה.ןורתיפהתליחתמתודבועהתאחיכונתעכ

sin(arctanx) =
x√

x2 + 1

,1תועלציכרואםעתיווזרשישלושמלעלכתסנםאתעבונוזתוהז.יבויחxרובע x,
√
x2 + 1.

/xאוהxךרואבעלצהלומתיווזהלשסוניסה
√
x2 + הלשסנגנטהיכarctanxאיהוזהתיווזה.1

.xאוה

arccos(sin-ברזענ,היינשההדבועהליבשב t) = π
2
− tרובע|t| ≤ π/2בו-tan(π/2 − t) = cot t =

1/ tan t0רובע < |t| < π/2לבקלידכ

tan(arccos(sin(arctanx))) = tan

(π
2
− arctanx

)
=

1

x
.
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